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摘　要　点到网格表面的最近距离查询是计算机图形学领域的基础任务,广泛应用于碰撞检测、物理模拟及曲面配准等场景.

然而,传统基于空间划分(如 KD树、八叉树)或包围体层级(BVH)的加速结构,常无法有效过滤冗余分支导致查询性能显著退

化,在查询点远离模型表面时尤为明显.近年来,基于增量 Delaunay构造的动态规划最近点查询算法(DPＧNNS)在点云近邻查

询中展现出显著优势,然而其查询表的构建依赖点与点之间的 Voronoicell邻接关系,三角网格广义 Voronoi图的计算复杂且

缺乏实用工具,使得该算法无法直接推广至点到网格的距离查询场景.为此,提出一种基于 DPＧNNS框架的近似点到网格距

离查询算法.三角网格由顶点、边、面３类基本几何元素构成,为每类元素配置代理点以近似其广义 Voronoi胞元:顶点直接作

为代理点插入,边与面则基于统一的密度参数自适应采样代理点,将３类元素的邻接关系统一转化为代理点之间的 Delaunay
邻接关系,从而将DPＧNNS框架近似延伸至几何元素粒度,构建几何元素级查询表.查询阶段针对３类元素分别设计距离计算

策略,对面片结合包围球估计进行高效剪枝,仅在必要时计算精确距离.在多个标准数据集上的实验结果表明,与 FCPW,EmＧ

bree,Libigl等方法相比,所提方法的查询速度提升２至１０倍,在查询点远离模型表面时优势尤为显著,同时保持了较高的近似

精度.

关键词:点到网格距离查询;近似算法;动态规划;Delaunay三角化;广义 Voronoi图
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Abstract　Nearestdistancequeryfromapointtoameshsurfaceisafundamentaloperationincomputergraphics,withbroadapＧ

plicationsincollisiondetection,physicalsimulation,andsurfaceregistration．However,traditionalaccelerationstructuresbasedon

spatialpartitioning(e．g．,KDＧtree,octree)orboundingvolumehierarchies(BVH)oftensufferfromperformancedegradationdue

totheirinabilitytoeffectivelypruneredundantbranches,particularlywhenquerypointsaredistantfromthemodelsurface．ReＧ

cently,thedynamicprogrammingＧbasednearestneighborsearchalgorithm(DPＧNNS),builtuponincrementalDelaunayconstrucＧ

tion,hasdemonstratedremarkableadvantagesinpointcloudnearestneighborqueries．Nevertheless,itsquerytableconstruction

reliesonVoronoicelladjacencyrelationshipsbetweenpoints,andthegeneralizedVoronoidiagramoftrianglemeshesiscomputaＧ

tionallyintractableinpractice,preventingDPＧNNSfrombeingdirectlyextendedtopointＧtoＧmeshdistancequeries．Toaddress
thisissue,thispaperproposesanapproximatepointＧtoＧmeshdistancequeryalgorithmbuiltupontheDPＧNNSframework．AtriＧ

anglemeshconsistsofthreetypesofgeometricprimitives:vertices,edges,andfaces．Correspondingproxypointsareassignedto

approximateitsgeneralizedVoronoicells．Verticesaredirectlyinsertedasproxypoints,whileedgesandfacesareadaptivelysamＧ

pledbasedonaunifieddensityparameter．Theadjacencyrelationshipsamongallthreeprimitivetypesaretherebyunifiedinto

Delaunayadjacencyrelationshipsbetweenproxypoints,extendingtheDPＧNNSframeworktothegeometricprimitiveleveland

enablingtheconstructionofaprimitiveＧlevelquerytable．Duringquerying,tailoreddistancecomputationstrategiesareappliedto

eachprimitivetype,withboundingsphereＧbasedpruningemployedforfacestoavoidunnecessaryexactdistancecomputations．

Experimentsonmultiplestandarddatasetsdemonstratethattheproposedmethodachievesaqueryspeedupof２to１０timesover



FCPW,EmbreeandLibigl,withparticularlypronouncedadvantageswhenquerypointsaredistantfromthemodelsurface,while

maintainingcompetitiveapproximationaccuracy．

Keywords　PointＧtoＧmeshdistancequery,Approximationalgorithm,Dynamicprogramming,Delaunaytriangulation,Generalized

Voronoidiagram

　

１　引言

点到网格表面的最近距离查询是计算机图形学与计算机

辅助设计领域中的核心基础操作,在碰撞检测、物理仿真、曲

面配准、有 限 元 分 析 等 诸 多 应 用 场 景 中 均 扮 演 着 重 要 角

色[１Ｇ４].给定一个查询点与一个三角网格模型,该任务要求高

效地计算查询点到网格表面的最近距离及其对应的最近点位

置.随着高精度三维扫描技术与几何处理需求的快速发展,

模型的面片数量持续增长,如何在大规模网格上实现快速、准

确的距离查询,成为该领域的重要研究课题之一.

传统方法通常通过构建空间加速结构来提升查询效率,

其中以 KD树[５]、八叉树等空间划分结构,以及包围体层级

(BVH)最为经典.点到网格距离查询在实际应用中往往是

高频操作———在物理仿真的每一个时间步、碰撞检测的每一

帧处理中,查询操作都需要被反复密集地执行,因此查询速度

的提升具有重要的实际意义,也是该领域长期追求的目标.

另一方面,上述传统加速结构在查询点位于模型表面附近时

表现良好,但当查询点距离模型表面较远时,剪枝效率会有所

下降———较远的查询点使得更多候选节点的距离下界难以超

过当前最优距离,导致需要访问更多的树节点.P２M 方法[６]

通过预先构建 Voronoi图与拦截表,在一定程度上缓解了上

述问题,但其预处理开销较大.

近年来,Wang等[７]提出了基于增量 Delaunay构造的动

态规划最近点查询算法(DPＧNNS),在点云近邻查询任务中

展现出显著优势,尤其在二维流形数据和远场查询场景下,其

查询速度较 KD树和 R树提升１至１０倍.DPＧNNS的核心

思想是:在点云的增量 Voronoi构造过程中,记录每个点的

Voronoi胞元被后续插入点侵占的历史,形成查询表,从而将

最近点查询转化为沿查询表的高效遍历.然而,DPＧNNS的

查询表构建完全依赖点与点之间的 Voronoi邻接关系,而点

到网格查询的基本对象是三角面片.然而三角形的 Voronoi
图在三维空间中的精确计算极为复杂,缺乏实用的构造工具,

使得 DPＧNNS无法直接推广至点到网格的距离查询场景.

本文提出一种基于 DPＧNNS框架的近似点到网格距离

查询算法.三角网格由顶点、边、面３类基本几何元素构成,

本文为每类元素配置代理点以近似其广义 Voronoi胞元:顶

点直接作为代理点插入,边与面则基于统一的密度参数自适

应采样代理点,将３类元素的邻接关系统一转化为代理点之

间的 Delaunay邻接关系,从而将 DPＧNNS的增量构造框架近

似延伸至几何元素粒度,构建几何元素级查询表.查询阶段

针对３类元素分别设计距离计算策略,对面片结合包围球估

计进行高效剪枝,仅在必要时计算精确距离,从而在保持较高

近似精度的同时大幅提升查询效率.

在Bunny,Dragon,Armadillo等多个经典三维模型上的

实验 结 果 表 明,本 文 方 法 的 查 询 速 度 相 比 FCPW[８],EmＧ

bree[９]和Libigl[１０]等方法提升２至１０倍,在查询点远离模型

表面的场景下优势突出,同时在绝大多数实际场景中均能保

持较高的近似精度,满足工程应用的实际需求.

２　相关工作

２．１　点云最近邻查询

给定点云数据,最近邻查询旨在对于任意查询点,高效找

到点云中与其距离最近的点,是计算机图形学与计算机视觉

中最基础的几何操作之一.根据组织方式的不同,现有方法

大致可分为３类:基于空间划分的方法、基于数据划分的方

法,以及基于 Voronoi图的方法.

基于空间划分的方法通过将三维空间递归地分割为若干

子区域来加速查询.KD 树[５]是其中最具代表性的结构,它

沿坐标轴交替递归地划分空间,构造复杂度为 O(nlogn),平

均查询复杂度为 O(logn)[１１].在实际应用中,nanoflann[１２]能

高效实现查询而被广泛采用.八叉树将三维空间均匀递归地

划分为８个子立方体,每个内部节点对应一个立方体区域,其

子节点对应８个等大的子立方体,定位叶节点的计算代价为

O(depth)≈O(logn)[１３].网格方法则将空间覆盖划分为均匀

网格,查询时检查包含查询点的网格单元及其相邻单元,在均

匀分布的数据上效率较高,但在数据分布不均或查询点远离

数据集时,性能显著退化.上述空间划分方法的共同局限在

于:当查询点远离数据集或数据呈二维流形分布时,大量候选

区域的距离下界均难以超过真实最近距离,导致需要访问更

多节点,使查询效率下降.

基于数据划分的方法以 R树[１４]及其变体为代表.R树

基于B树结构,以数据驱动的方式将点集组织为层次化的最

小包围矩形,在非均匀分布场景下具有较好的适应性.R∗

树[１５]在 R树基础上引入了面积、边界与重叠的综合优化策

略,并通过强制重插入机制动态调整结构,在多种数据分布与

查询类型下均表现出优于其他 R树变体的性能.BD树[１６]在

KD树基础上引入了缩减域的概念,通过同时记录包含域和

排除域来改善最坏情况下的查询性能.

基于 Voronoi图的方法理论上具有非常理想的特性,查

询点q的最近邻恰好是q 所在 Voronoi胞元的生成元.然

而,Voronoi图缺乏层次化表示,点定位问题在三维空间中缺

乏高效的实用算法,使得其在大规模点云上的直接应用受到

较大限制.

Wang等[７]提出的 DPＧNNS算法将动态规划思想与增量

Delaunay构造相结合,通过记录 Voronoi胞元在增量点插入

过程中的演变历史,为每个点构建查询列表,将最近邻查询转

化为沿查询列表的高效遍历过程.对于分布在二维流形上的

点云,以及查询点远离数据集的情形,该算法的查询速度可达

１４２王鹏飞,等:基于采样代理与动态规划的高效点到网格近似距离查询



KD树与 R树的１至１０倍,同时支持在有序点云中高效查询

前k个点的最近邻,这一特性在密度峰值聚类等应用中具有

独特价值.然而,DPＧNNS的查询表构建完全依赖点与点之

间的 Voronoi邻接关系,无法直接处理三角面片等更复杂的

几何元素,限制了其在点到网格距离查询中的直接应用.

２．２　点到网格距离查询

点到网格距离查询与点云最近邻查询的本质区别在于:

查询的基本几何元素由单纯的点集扩展为包含顶点、边、面的

复合结构.对于网格模型,最近点可能落在任意顶点、边上的

某处或某个三角面片的内部.这一复合性使得直接套用点云

查询方法会产生错误结果———仅依赖 KD树找到最近顶点,

并不能保证该顶点就是真正意义上的最近几何元素,最近点

很可能位于某条边或某个面的内部.因此,点到网格距离查

询需要专门设计能够处理复合几何元素的查询结构与算法.

包围体层级(BVH)是目前点到网格距离查询最主流的

解决方案.BVH 通过对三角面片构建层次化的包围体树来

加速查询,其基本思想是:若查询点到某节点包围体的距离下

界已超过当前最优距离,则该节点所包含的所有三角面片均

可被 安 全 剪 枝.常 用 的 包 围 体 类 型 包 括 轴 对 齐 包 围 盒

(AABB)、包围球、有向包围盒(OBB)以及 KＧDOP等,不同类

型在包围紧密度与相交测试计算代价之间各有取舍:AABB
计算简单,但与几何体的贴合较松;OBB贴合更紧,但计算代

价更高;包围球在旋转不变性上具有优势,但紧密度较差.

在BVH 的具体实现方面,PQP利用 OBB层级树实现了

高效的最近距离查询与碰撞检测,支持点到网格、网格到网格

等多种 查 询 类 型,在 工 业 界 与 学 术 界 均 得 到 广 泛 应 用.

FCPW[８]通过宽BVH(WideBVH)结合 SIMD 向量化遍历,

将多个包围体的相交测试并行化,在CPU上实现了显著的查

询加速,是目前BVH 类方法中单线程性能最优的实现之一.

Libigl作为几何处理领域的基础工具库,提供了基于 AABB
树的点到网格查询接口,使用便捷,常作为基准方法参与性能

评估.Embree[９]由Intel开发,针对光线追踪场景设计,同样

支持点到网格的距离查询,并充分利用了 AVX等SIMD 指

令集的计算能力.此外,基于体素化的方法通过将查询空间

离散化为规则网格,预先计算每个体素到网格表面的近似距

离,在查询阶段通过插值快速得到近似结果,适合对精度要求

不高但需要极高吞吐量的场景.总体而言,BVH 类方法在查

询点位于模型表面附近时表现出色,层次化结构能够有效剪

枝大量不相关面片;但在远场查询场景下,由于更多候选节点

的距离下界难以超过当前最优距离,剪枝效率会有所下降,需

要访问更多的树节点.

P２M 提出了一种与 BVH 截然不同的算法范式,其出发

点是:网格顶点集所定义的 Voronoi图与由顶点、边、面共同

定义的广义 Voronoi图之间,存在一种可以预先计算的“拦

截”关系.具体而言,若某顶点v 的 Voronoi胞元 Cell(v;

V)与 某 边e(或 某 面 f)的 广 义 Voronoi胞 元 Cell(e;

V,E,F)的交集非空,则称e(或f)拦截了v,即v是e(或f)

的截距顶点.在预处理阶段,P２M 通过高效的洪泛式拦截检

测算法,利用凸多面体松弛与快速过滤规则,在较短时间内完

成所有拦截对的计算,并构建拦截表.查询时,先用 KD树找

到距查询点最近的网格顶点,再通过该顶点的拦截表检索出

其所拦截的边与面,从中确定真正的最近几何元素,整体查询

速度远超BVH 类方法,是目前精确点到网格查询的最快方

法之 一.然 而,P２M 的 预 处 理 阶 段 需 要 精 确 计 算 广 义

Voronoi图的相交结构并完成大规模拦截检测,实现复杂度

较高,因此预处理开销较大.

２．３　Voronoi图与Delaunay三角化

给定域Ω中的一组生成元P＝{pi}ni＝１,Voronoi图将Ω

划分为n个胞元,其中每个胞元V(pi)定义为距生成元pi最

近的区域:

V(pi)＝{x∈Ω|d(x,pi)≤d(x,pj),∀j≠i} (１)

这一基于邻近性的空间分解天然编码了最近邻关系:查询点

q落在V(pi)内,当且仅当pi是q 在P 中的最近邻.Voronoi
图可以在欧氏空间、黎曼流形等不同度量空间下进行推广,在

计算机图形学、几何建模等领域有着广泛应用[１７Ｇ１９].

Delaunay三角化是 Voronoi图的几何对偶结构,通过边

的连接关系显式编码了相邻 Voronoi胞元之间的邻接关

系———若两个生成元的 Voronoi胞元共享边界,则在 DelauＧ

nay三角化中对应顶点之间存在一条边.在二维空间中,

Delaunay三角化由三角形构成;在三维空间中,其由四面体构

成.Delaunay三角化满足空球性质:任意单纯形的外接球内

部不包含其他生成元,这一性质保证了三角化的良好几何质

量.BowyerＧWatson算法[２０Ｇ２１]是构造 Delaunay三角化的经

典增量方法,通过依次插入点并局部更新受影响的单纯形来

完成构造,平均时间复杂度为 O(nlogn).目前,CGAL[２２],

TetGen[２３]等工具库提供了高效稳健的 Delaunay三角化实

现,被广泛应用于几何处理领域.本文正是借助增量 DelauＧ

nay构造过程中所产生的邻接信息,构建面片层级的查询表,

从而实现高效的点到网格近似距离查询.

３　DPＧNNS框架概述

本文方法建立在基于动态规划的最近点查询算法 DPＧ

NNS之上.该框架的核心思想是:在点云的增量 Voronoi构

造过程中,预先计算并存储每个点的 Voronoi胞元被后续插

入点侵占的历史信息,从而将最近邻查询转化为沿预计算结

构的高效遍历.该框架的核心思想如图１所示.

图１　DPＧNNS核心观察:增量插入过程中查询点最近邻的

演化及查询列表构建

Fig．１　CoreobservationofDPＧNNS:nearestＧneighborevolution

andquerylistconstructionduringincrementalinsertion
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３．１　动态规划递推

设点云P＝{pi}ni＝１按插入顺序编号,查询点为q∈R３.

用Φm(q)表示q在前 m 个点构成的子集 {pi}mi＝１中的最近

邻,则有如下递推关系:

Φm(q)＝

p１, m＝１

Φm－１(q), m＞１且‖q－Φm－１(q)‖≤‖q－pm‖

pm, m＞１且‖q－Φm－１(q)‖＞‖q－pm‖

ì

î

í

ïï

ïï

全局最近邻即为Φn(q).朴素实现的查询复杂度为O(n),DPＧ

NNS的目标是通过预计算来加速这一过程.

３．２　核心几何观察

设 m为由前m 个点构造的 Voronoi图,Cell(p; m)表

示点p 在 m中所对应的 Voronoi胞元.根据 Voronoi图的

定义,q始终位于其当前最近邻的 Voronoi胞元内,即q∈

Cell(Φm(q); m ).DPＧNNS的关键几何观察是:Φm (q)与

Φm－１(q)不同,意味着新插入点pm必然侵占(缩减)了当前最

近邻的 Voronoi胞元;反之,若 pm 侵占了该胞元,则Φm (q)不

一定改变,还需满足pm比当前最近邻更近才会发生切换.其

形式化地表示为:

pm Cell(Φm－１(q);Vm－１)⇒Φm(q)＝Φm－１(q)

其中, 表 示 新 插 入 点 的 Voronoi胞 元 侵 占 了 已 有 点 的

Voronoi胞元.进一步地,若连续若干次插入均未侵占当前

最近邻的胞元,则最近邻保持不变:

pm＋j Cell(Φm(q);Vm＋j－１),∀１≤j≤k

⇓

Φm＋k(q)＝Φm＋k－１(q)＝􀆺＝Φm(q)

(２)

３．３　查询表构建与查询过程

基于上述观察,DPＧNNS为每个点pi维护一个查询列表

Li.在增量构造 Voronoi图的过程中,每当新插入点 pj侵占

了pi的 Voronoi胞元(等价地,pj与pi在对应的 Delaunay三

角化中互为邻居),则将 pj追加至Li的末尾.由于 Delaunay
三角化是 Voronoi图的几何对偶,胞元的邻接关系可直接通

过 Delaunay的边连接关系读取,避免了显式构造 Voronoi
图.所有点插入完毕后,查询表构建完成,其构建复杂度与

Delaunay三角化的构造复杂度一致,平均为 O(nlogn).

查询阶段从p１出发,依次遍历当前点的查询列表.若列

表中某点pj满足‖q－pj‖＜‖q－pcurr‖,则将当前候选更新

为pj,并跳转至Lj继续搜索;否则继续遍历当前列表的下一

个元素,直至列表遍历完毕,返回当前候选作为最终结果.从

几何角度理解,查询路径实际上重现了 Voronoi图增量构造

过程中q所在胞元的生成元随插入顺序演变的序列,平均查

询复杂度为 O(logn).

４　本文方法

本文的核心目标是将 DPＧNNS框架从点云最近邻查询

扩展至点到网格距离查询.回顾 DPＧNNS的本质:其查询表

编码了 Voronoi胞元在增量构造过程中的演变历史,而这一

历史恰好与最近邻的动态变化一一对应.将这一思想推广至

三角网格的关键障碍在于:点的 Voronoi图具有简洁的多面

体结构,而三角网格的广义 Voronoi图的胞元边界由曲面构

成,其在三维空间中的精确计算至今缺乏实用工具.因此,直

接以面片为生成元构造广义 Voronoi图的路线在实践中难以

实现:一方面,目前尚无成熟的工具库支持三维空间中广义

Voronoi图的稳健构造;另一方面,即便构造成功,其计算复

杂度也远超点 Voronoi图的,使得预处理开销难以承受.

为此,本文的核心思想是以离散代理点的 Delaunay邻接

近似刻画几何元素间的广义 Voronoi邻接:通过为顶点、边、

面分别配置代理点,将原本难以计算的连续曲面邻接关系,转

化为由成熟 Delaunay工具高效求解的离散点邻接关系,从而

绕开广义 Voronoi图的直接构造.三角网格由顶点、边、面

３类基本几何元素构成,空间中任意查询点的最近点可能落

在其中任意一类元素上,因此３类元素均需参与查询表的构

建.具体地,所有顶点直接作为代理点插入;对于边与面,则

分别按其几何尺度(长度与面积)自适应地采样若干代理点,

以点代线,以点代面,将各元素层级的邻接关系统一转换为点

之间的 Delaunay邻接关系.在此近似意义下,两个几何元素

之间的广义 Voronoi邻接关系,可由其代理点之间的 DelauＧ

nay邻接关系近似捕获,从而使 DPＧNNS的增量构造框架得

以在几何元素粒度上近似复现.

４．１　自适应采样

三角网格的３类基本几何元素———顶点、边、面———在广

义 Voronoi图中各自占据独立的胞元,空间中任意查询点的

最近点可能落在其中任意一类元素上.本文的核心思路是:

为每类几何元素配置若干代理点,以代理点的 Voronoi胞元

之并集近似覆盖对应几何元素的广义 Voronoi胞元.在此近

似意义下,若两个几何元素各自的代理点在 Delaunay三角化

中互为邻居,则认为这两个元素之间存在广义 Voronoi邻接

关系,并将其记录至查询表中.因此,代理点的空间覆盖质量

直接决定了邻接关系的捕获完整性,进而影响了查询的近似

精度.

３类元素的代理点采样策略各有不同,需根据其几何特

性分别设计.顶点本身即为点,无须额外采样,网格中所有顶

点直接作为代理点参与 Delaunay构造.对于边与面,本文引

入统一的用户参数 N,其物理含义为边与面上代理点总数量

的近似量级,用于整体控制采样的疏密程度.基于 N 与网格

总面积Atotal＝∑
m

i＝１
Ai,采样密度自动计算为:

ρ＝ Atotal

N
(３)

其中,ρ的物理意义是代理点的平均空间间距.基于此,边ei

(长度为li)的目标采样点数定义为:

nei ＝max １,li

ρ( ) (４)

面片Ti(面积为 Ai)的目标采样点数定义为:

nTi ＝max １,Ai

ρ２( ) (５)

两者均保证至少有一个代理点,确保每条边与每个面片

均参与查询表的构建.需要注意的是,由于 max(１,􀅰)的截

断效应,实际代理点总数与 N 之间存在一定偏差,N 在此仅
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作为控制采样粒度的近似量级参数,而非严格意义上的精确

总数.

在每条边的内部,代理点沿边均匀分布;在每个面片的内

部,代理点通过蓝噪声采样生成,以最大化点集的最小点间

距,确保代理点在面片内部的空间覆盖均匀性.

上述采样策略具有良好的几何一致性:由ρ的定义可知,

对于满足nTi ＞１的面片,其平均代理点间距约为 Ai/nTi ≈

ρ,与面片面积无关;对于边,相邻代理点间距约为li/nei ≈ρ,

与边长无关.这意味着无论几何元素的尺度如何,其代理点

的空间覆盖密度在统计意义下是一致的,从而保证了不同尺

度元素之间邻接关系捕获能力的均匀性.N 越大,ρ越小,代

理点对各元素广义 Voronoi胞元边界的覆盖越完整,近似精

度越高,但预处理开销也会随之增加.

４．２　查询表构建

完成代理点采样后,预处理阶段的核心任务是构建几何

元素级查询表.设网格的顶点集、边集、面集分别为 ,, ,

查询表L是一个全局数据结构,为网格中每个几何元素g维

护一个对应的查询列表Lg,即 L＝{Lg|g∈ ∪ },其中每

个Lg都是一个动态数组,记录在增量 Delaunay构造过程中与

g建立邻接关系的后续几何元素及其类型标记.为阐明查询

表构建的理论基础,首先回顾 DPＧNNS中查询列表的语义:

点pj出现在pi的查询列表中,当且仅当在以插入顺序为时序

的增量 Voronoi构造过程中,pj的插入导致pi的 Voronoi胞元

收缩,即pj Cell(pi; j－１).由 于 Delaunay 三 角 化 与

Voronoi图的对偶性,上述条件等价于pj与pi在插入pj后的

Delaunay三角化中互为邻居.

本文 将 上 述 语 义 近 似 推 广 至 三 类 几 何 元 素. 用

Proxy(g)表示几何元素g(顶点、边或面片)的代理点集合,

则几何元素gk出现在几何元素gj(j＜k)的查询列表 Lj中,当

且仅当gk的某个代理点与gj的某个代理点在插入gk的代理

点批次后的 Delaunay三角化中互为邻居.形式化地,若存在

代理点对 (s,s′)满足:

s∈Proxy(gk),s′∈Proxy(gj),(s,s′)∈ (６)

其中, 为 将 所 有 代 理 点 按 批 次 增 量 插 入 后 构 建 的 三 维

Delaunay三角化,(s,s′)∈ 表示s与s′在 中由一条 DelauＧ

nay边直接相连,即互为 Delaunay邻居.若该条件成立,则

将gk连同其元素类型标记一并追加至Lj.类型标记用于在

查询阶段区分顶点、边、面３类元素,以调用对应的精确距离

计算函 数.这 一 判 定 条 件 在 几 何 上 意 味 着,gk 的 代 理 点

Voronoi胞元与gj的代理点 Voronoi胞元存在公共边界,从

而近似反映了两个几何元素在广义 Voronoi意义下的相互侵

占关系.

将代理点按顶点、边、面的顺序分批插入 Delaunay三角

化结构 :首先,按随机顺序依次将每个顶点插入;随后,按随

机顺序依次将每条边的代理点作为一个批次插入;最后,按随

机顺序依次将每个面片的代理点作为一个批次插入.在构建

过程中,同一几何元素内部代理点之间的 Delaunay边对查询

表无贡献,处理时直接跳过.由于同一几何元素gk可能通过

多个不同的代理点对与gj建立Delaunay邻接,为避免重复记

录,对每个gj维护已记录几何元素的标记集合,保证每个有序

元素对 (gj,gk)在 Lj中至多出现一次.整体构建过程的伪

代码如算法１所示.

算法１　几何元素级查询表构建

输入:顶点集 ,边集 (随机排列),面集 (随机排列),各元素代理

点集合 Proxy(􀅰)

输出:查询表 L

１．初始化空查询表 L,初始化 Delaunay ;

２．按顺序 → → 依次处理几何元素gk;

３．for每个几何元素gkdo

４．　将 Proxy(gk)中所有代理点插入 D;

５．　for每个新插入的代理点sdo

６．　　for每个 Delaunay邻居点s′do

７．　　　设gj为s′所属几何元素;

８．　　　ifgj≠gk且gk尚未记录至 Lgjthen

９．　　　　将gk追加至 Lgj
;

１０． end

１１． end

１２．end

１３．end

４．３　查询阶段

给定查询点q,查询阶段的目标是在几何元素级查询表

上高效地找到距q最近的几何元素(顶点、边或面片)及对应

的最近距离.设Ψk(q)表示q在前k 个几何元素中的最近元

素,随着k的递增,Ψk(q)按如下递推关系动态更新:

Ψk(q)＝

g１, k＝１

Ψk－１(q), d(q,gk)≥d(q,Ψk－１(q))

gk, d(q,gk)＜d(q,Ψk－１(q))

ì

î

í

ïï

ïï

(７)

其中,Ψ| ∪ ∪ |(q)为最终的近似最近几何元素.查询表的作

用在于:gk出现在Lgj
中意味着gk可能侵占了gj对应的空间

区域,对于落在gj附近的查询点q,gk才有可能成为比gj更近

的候选.因此,查询过程只需沿查询表遍历那些真正可能改

变当前最优的候选元素,而无须遍历所有元素,从而实现有效

剪枝.

由于３类几何元素的几何特性不同,其距离计算策略也

有所区别.对于顶点v,其到查询点的距离直接计算为d(q,

v)＝‖q－v‖.对于边e,计算点到线段的距离;若最近点落

在线段端点处,则直接跳过,因为端点已由对应顶点负责,仅

当最近点落在线段内部时才考虑切换至该边.对于面片 Ti,

在预处理阶段为其预计算最小包围球 Bi＝(ci,ri),查询时首

先利用包围球对距离进行快速估计,仅在必要时才计算精确

的点到三角形的距离,从而减少不必要的精确距离计算开销.

查询过程从第一个插入的几何元素g１出发(由插入顺序

可知g１为某一顶点),维护当前最优元素 gcurr及最优距离估

计dbest,初始令 dbest＝‖q－g１‖.遍历gcurr的查询列表时,

对每个候选元素gj根据其类型计算距离,若d(q,gj)＜dbest,

则切换gcurr←gj并更新dbest.每当 gcurr发生切换,算法递归

地进入新的 Lgcurr
继续遍历,直至当前列表遍历完毕且无更优
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候选,最终返回gcurr及对应的最近距离与最近点.查询过程

的伪代码如算法２所示.

算法２　近似点到网格距离查询

输入:查询表 L,查询点q

输出:最近几何元素g∗ 及最近距离d∗

１．gcurr←g１,dbest←‖q－g１‖;

２．FunctionQuery(gcurr):

３．　for每个gj∈Lgcurrdo

４．　　计算d(q,gj);

５．　　ifd(q,gj)＜dbestthen

６．　　　dbest←d(q,gj),gcurr←gj;

７．　　　Query(gj);

８．　　　break;

９．　　end

１０．end

１１．Query(g１);

１２．returngcurr,dbest;

４．４　复杂度与近似性质分析

预处理阶段的主要开销集中于增量 Delaunay三角化的

构建.设网格的面片总数为 m,总代理点数量为 N,Delaunay
构造的平均时间复杂度为 O(NlogN),最坏情况下的复杂度

为 O(N２),但后者在实际数据中极少出现.查询表的构建随

Delaunay构造同步完成,每次点插入后提取其 Delaunay邻居

并更新相应的查询列表,单次操作的额外开销为常数级,不改

变整体复杂度.各面片包围球的预计算开销为 O(m),因此

预处理阶段的总时间复杂度为 O(NlogN).

查询阶段的复杂度取决于遍历过程中需要对其计算距离

的候选面片数目.以三维 Delaunay三角化中每个面片平均

邻接面片数为常数c的已知性质,Tk与当前最优面片存在

Delaunay邻接的概率约为c/k,因此需要计算距离的候选面

片期望数目为:

O(∑
m

k＝１

c
k

)＝O(logm) (８)

即平均查询复杂度为 O(logm).最坏情况下,若所有面片形

成链式侵占结构,查询复杂度退化为 O(m),但在实际网格数

据中极为罕见.算法的内存开销主要来自 Delaunay三角化

结构、查 询 表 以 及 各 面 片 球 包 信 息,整 体 内 存 复 杂 度 为

O(N).

本文方法的近似误差本质上源于代理点对几何元素广义

Voronoi胞元的覆盖不完整:当某个几何元素的代理点未能

覆盖到靠 近 空 间 元 素 一 侧 的 区 域 时,两 者 之 间 便 无 法 在

Delaunay三角化中建立邻接关系,从而在查询表中产生遗漏.

在三维空间中,任意两个相邻几何元素gi与gj的广义 Voronoi
分界面是由平面、抛物柱面、双曲面等二次曲面片拼接而成的

连续曲面:

ij＝{x∈R３|d(x,gi)＝d(x,gj)} (９)

元素间的跳转逻辑能否被正确捕获,取决于Proxy(gi)

与Proxy(gj)中是否存在一对代理点在离散点集诱导的

Voronoi图中互为邻居.误差的产生来源于两类几何退化情

形.１)采样稀疏导致的胞元未产生邻接:几何元素gi的势力

范围在本文方法中被近似为代理点 Voronoi胞元的并集

∪
s∈Proxy(gi)

Cell(s;VP),当采样间距δ较大时,分布在 ij两侧的

代理点因距离过远,其对应的点 Voronoi胞元无法在空间中

相互接触,从而无法生成对偶的 Delaunay边,导致(gi,gj)的

邻接关系被遗漏.２)窄带几何退化:对于极度狭长的三角形

或极短的边,其广义 Voronoi胞元在空间中呈现出极薄的片

状或带状结构,即便平均采样密度较高,代理点仍可能无法精

准落在薄胞元与其邻居交界的窄带区域内,从而产生拓扑

盲区.

对于误差收敛性,由自适应采样策略可知,全局平均采样

间距δ≈ρ＝ Atotal/N,当δ 显著小于各几何元素的最小局

部特征尺寸时,代理点集能够以极高概率穿透复杂的广义

Voronoi分界面并建立邻接连接.因此,近似误差随 N 的增

大单调收敛.在实际应用中,当 N 设置为适当量级时,绝大

多数查询均能返回精确的最近几何元素.

５　实验对比

本文在多个经典三维模型上对所提方法进行了系统评

估,并与当前先进的点到网格距离查询方法进行了对比.所

有实验均在配备 AppleM４处理器与１６GB内存的 Macmini
上运行,操作系统为 macOS.为保证对比的公平性,所有参

与评估的方法均未手动开启向量化编译选项,所有方法在相

同的编译配置下运行.参与对比的方法包括 FCPW,Embree
与Libigl,三者均为目前点到网格距离查询领域广泛使用的

高性能实现.查询点在模型轴对齐包围盒各维度５倍缩放后

的空间内随机生成,实际查询空间体积为原包围盒的１２５倍,

以覆盖近场与远场两类典型查询场景.图２给出了实验所用

的经典三维模型,包括 Bunny,Dragon,Armadillo等,这些模

型在面片数量与几何复杂度上各有不同,能够较为全面地反

映算法在不同几何特征下的性能表现.在所有实验中,总代

理点数量 N 均设置为面片数目的３．５倍左右,在精度与效率

之间取得了良好的平衡.

图２　本文实验所用的经典模型展示

Fig．２　Showcaseofclassicmodelsusedinexperiments

５．１　查询精度分析

作为一种近似算法,精度是衡量本文方法实用价值的核

心指标之一.尽管本文方法以牺牲少量精度换取更高的查询

效率,但在实际应用中,近似结果与精确结果之间的偏差必须

５４２王鹏飞,等:基于采样代理与动态规划的高效点到网格近似距离查询



控制在可接受的范围之内,方能满足工程应用的需求.为此,

本文在计算机图形学领域广泛使用的标准模型上对算法的近

似精度进行了系统评估,将所提方法返回的近似距离与精确

的点到网格距离进行逐查询点比较,统计正确返回最近距离

比例作为精度指标.

表１ 列 出 了 各 标 准 模 型 上 的 精 度 统 计 结 果.其 中

FCPW,Embree,Libigl为精确算法,其准确率恒为 １００％,在

此一并列出作为参照.可以看到,在所有测试模型上,本文方

法的查询准确率均在９９．５％以上,绝大多数查询均能返回正

确的最近距离,验证了其在实际应用中的可靠性.

此外,为更直观地呈现误差的分布特征,图３进一步展示

了在坐标归一化至[０,１]３的标准 Lucy与 Armadillo模型上,

各误差区间内查询点的分布情况.结果表明,绝大多数查询

的距离误差集中在极小范围内,最大误差量级约为１０－３,对于

绝大多数图形学与CAD应用场景而言,这完全可以忽略.进

一步地,考虑到在曲面配准、点画等应用中最近点的位置往往

比距离值更重要,本文统计了所提方法返回的最近点与精确

最近点之间的欧氏距离,并以模型包围盒对角线长度进行归

一化.在全部查询中,归一化位置误差处于 １０－１至１０－５,各

量级的 占 比 分 别 为 ０．００７％,０．０２％,０．０３％,０．０５％ 与

０．１％,其余９９．８％的查询位置误差均在１０－５以下.可见,绝

大多数查询返回的最近点与精确解几乎重合,本文方法在最

近距离与最近点位置上均能以极高的概率返回与精确解一致

的结果.综合来看,本文方法在保持高查询效率的同时,能够

以极高的概率返回精确结果,近似误差在实际应用中处于可

控范围之内.

表１　各三维模型上返回正确最近距离的查询占全部查询的比例

Table１　Percentageofqueriesreturningthecorrectnearestdistance

across３Dmodels

Bunny Camel Dragon Lucy Sponza Kitten Armadillo

Faces ５０００ ２００００ １０００００ １０００００ ２６２０００ ２６９０００ ３４６０００

Libigl/％ １００ １００ １００ １００ １００ １００ １００

Embree/％ １００ １００ １００ １００ １００ １００ １００

FCPW/％ １００ １００ １００ １００ １００ １００ １００

Ours/％ ９９．９ ９９．８ ９９．８ ９９．７ ９９．７ ９９．９ ９９．６

注:Faces表示每个模型的三角形总数.

图３　误差比例

Fig．３　Errordistribution

５．２　查询速度对比

查询效率是点到网格距离查询算法最核心的性能指标.

表２列出了本文方法与FCPW,Embree,Libigl在多个经典三

维模型上的平均单次查询时间.

表２　不同模型的距离查询性能比较

Table２　Performancecomparisonofdistancequeriesacrossmodels

Bunny Camel Dragon Lucy Sponza Kitten Armadillo

Faces ５０００ ２００００ １０００００ １０００００ ２６２０００ ２６９０００ ３４６０００

Libigl/μs ２．３５ ３．４６ ３．７９ ３．１９ １．３４ １９．２８ ９．９２

Embree/μs １．８３ ２．２１ ２．８５ ２．０４ ０．８３ １４．９９ ９．９８

FCPW/μs １．３７ １．７８ ２．０３ １．５９ ０．７９ １０．１ ６．６７

Ours/μs ０．５７ ０．６５ ０．６５ ０．６１ ０．９７ １．２７ １．０７

注:最佳结果用黑体＋下划线表示;次佳结果用下划线表示.

结果表明,在绝大多数测试模型上,本文方法的查询速度

均优于对比方法,体现了在实际场景中的效率优势.这一优

势在查询点远离模型表面时尤为显著,原因在于本文方法的

剪枝能力不依赖于查询点与模型表面的距离,而传统 BVH
类方法在远场查询时需要访问更多的树节点.

为进一步分析本文方法在不同网格规模下的可扩展性,

将Lucy模型重新网格化至不同的面片密度,图４给出了各方

法的查询时间随面片数目变化的曲线.可以看到,随着网格

密度的增加,各方法的查询时间均有所上升,这与面片数量增

多导致候选集规模扩大的直觉相符.然而,本文方法在不同

网格密度下始终保持明显的速度优势,且随着面片数目的增

大,该优势并未出现明显收窄,这表明本文方法具有良好的可

扩展性,适用于大规模网格模型的高频距离查询场景.

图４　各方法在不同面片数目Lucy模型上的查询速度对比

Fig．４　Comparisonofqueryspeedamongdifferentmethodsonthe

Lucymodelatvaryingfacecounts

此外,为分析本文方法在不同查 询 距 离 下 的 表 现,以

Lucy模型为例,通过调整查询空间相对模型包围盒的缩放尺

度(Scale)来控制查询点到表面的远近,Scale越大,查询点越

远离表面.各方法的平均查询时间随 Scale的变化如图５
所示.

图５　标准Lucy模型上,不同查询空间缩放尺度(Scale)下各方法

的平均单次查询时间

Fig．５　AverageperＧquerytimeofeachmethodunderdifferent

queryＧspacescalingfactors(Scale)onstandardLucymodel

可以看到,在该场景下,随着 Scale增大,查询点远离模
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型表面,各方法的查询时间均有所缩短;而在所有缩放尺度

下,本文方法相对 FCPW,Embree与 Libigl,均保持显著的速

度优势,表明其在近场与远场场景下均具有良好的适用性.

５．３　预处理开销

预处理是算法整体性能的重要组成部分.由于本文方法

需要在预处理阶段完成增量 Delaunay三角化的构建与面片

级查询表的生成,其预处理时间相较于基于 BVH 的方法有

所增加,这也是本文方法与传统方法在设计权衡上的本质差

异所在———以更充分的预处理换取更高效的查询性能.因

此,本文方法更适合应用于查询密集型场景:当查询次数足够

多时,查询阶段节省的时间将远超预处理阶段的额外开销,整

体收益显著.表３列出了本文方法在多个经典模型上的预处

理时间.图６进一步展示了在不同网格密度的Lucy模型上,

预处理时间随面片数目的变化趋势,结果与第４．４节的理论

分析一致,预处理时间随面片数目的增加呈现出平滑的增长

态势,具有良好的可预测性.

表３　预处理速度

Table３　Preprocessingspeed

Bunny Camel Dragon Lucy Sponza Kitten Armadillo

Faces ５０００ ２００００ １０００００ １０００００ ２６２０００ ２６９０００ ３４６０００

Time/s ０．１１ ０．４５ ２．５８ ２．６１ １１．１ ７．５７ ９．５６

图６　本文方法在不同面片数目Lucy模型上预处理时间变化

Fig．６　PreprocessingtimeofourmethodontheLucymodel

atvaryingfacecounts

结束语　本文提出了一种基于 DPＧNNS框架的近似点

到网格距离查询算法.针对 DPＧNNS无法直接处理三角网

格几何元素的核心障碍———三角网格的广义 Voronoi图在三

维空间中缺乏实用构造工具且计算复杂度过高,本文提出以

采样代理点近似各几何元素的广义 Voronoi胞元,将顶点、

边、面３类几何元素的邻接关系统一转换为代理点之间的

Delaunay邻接关系,从而将 DPＧNNS的增量构造框架近似延

伸至几何元素粒度.其中,顶点直接作为代理点插入,边与面

则基于统一的密度参数ρ自适应采样代理点,以保证不同尺

度元素之间邻接关系捕获能力的一致性.查询阶段针对３类

元素的几何特性分别设计距离计算策略,对面片结合包围球

估计实现高效剪枝,在保持较高近似精度的同时实现了高效

的候选元素筛选.

在多个标准三维模型上的实验结果表明,本文方法在查

询精度上达到９９．５％以上,最大距离误差维持在１０－３量级,

能够满足绝大多数图形学与 CAD应用场景的精度需求.在

查询效率上,本文方法在经典模型及不同网格密度的测试中

均优于FCPW,Embree和 Libigl等现有方法,在查询密集型

场景下具有显著的实用价值.

目前,本文方法存在两个主要局限.１)预处理阶段需要

构建完整的增量 Delaunay三角化与几何元素级查询表,预处

理开销高于BVH 类方法,在查询次数较少的场景下整体收

益有限;２)对于包含大量极狭长三角形或极短边的网格,广义

Voronoi分界面附近的窄带区域难以被代理点充分覆盖,

可能导致局部精度下降.未来工作将探索更高效的预处

理策略以降低构建开销,并研究针对几何退化元素的自适

应加密采样方案,进一步提升本文方法在复杂几何场景下

的鲁棒性.
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